Stefan K. 10.Ubungsblatt Klassische Gruppen

Aufgabe 37
a)

gegeben: W sei ein K-Vektorraum, W* sein Dualraum
gesucht:  kanonische symplektische Form auf W*& W

Losung:
Bezeichne X den Raum W*@ IW. Dann definiere ich die symplektische Form
w: X xX-—-K
wie folgt:
W((w/pwl)y (ws, w2)) 1= wy(wy) — wy(w2)

bzw. in anderer Schreibweise:
/ / L / /
w((wl,wl), <w2,w2)) =< Wo, Wy 2w w — < Wi, Wo >w= W

fiir wy, we € W, wi, wh € W*.
Ich zeige, daf3 das so definierte w eine schiefsymmetrische Linearform ist.

Linearitédt ersten Argument:

w((wh, wr) + (v, w), (U)é,ﬂ]g)) = w((w] + W', wi +w), (wh, wy))
= wy(wy +w) — (W] + w')(ws)
= wyw; + wyw — wi(wg) — w'(wy)
= whw; — w(wa) + wyw — w'(wy)

= w((wllv wl)) (wéa w2> + w(((wlv w)v (wé7 wQ)

w(A(w], wr), (wh, we)) = w((Aw], Awy), (wh, ws))
= wy(Awy) — (Awy)(ws)
= Awy(wy) — Mw](wy)
= AMwy(wr) — w(ws))

= Mo ((wh, wr), (wh, ws))
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Schiefsymmetrie:

w((w17 w1)7 (w,27 wQ)) = wé<w1) - U)/1<w2)
= —(wi(ﬂb) — wh(wn))
= _w((wé7 w2)7 (w,la wl))
Die Linearitdt im zweiten Argument ergibt sich natiirlich aus der Schiefsym-

metrie.
Damit ist durch w eine symplektische Form auf W*@® W definiert.

b)

Voraussetzungen: M € Spo,(K), A\ Eigenwert von M mit Vielfachheit &k
zZu zeigen: % ist auch Eigenwert von M mit der Vielfachheit %
Beweis:

Spy, (K) = {M € GLy(K) : M'JM = J}  mit J = ( e E )

M e Spgn(K) = M! < Spgn(K)
MM =J = M-YJ-ipmt" = j-t

= Mgt =JM
= M't=J 1Mt

det(\E — M) = det(\E — J*M*J)
= det(\E — M")
= det(\E — M)

Ist A ein Eigenwert von M mit der Vielfachheit k, dann ist (aus Linearer

Algebra bekannt) % ein Eigenwert von M~ mit der Vielfachheit k. Aus

obenstehender Gleichung folgt, dafi also % auch ein Eigenwert von M mit
der Vielfachheit k ist. m
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Aufgabe 38

Voraussetzungen: (V,w) normierter symplektischer Vektorrraum,
¢ 'V — V symplektische Abbildung.

Definition: ¢ heifit stabil, wenn
Ve>039>0:|¢"v|| <e VN e Nund ||v]| < 9.

a) zu zeigen: Hat ¢ € SpV einen Eigenwert A mit |A| # 1, ist ¢ nicht stabil.

Beweis:

Nach Aufgabe 37 b) besitzt ¢ auch den Eigenwert % Wegen |A| # 1 ist
Al > 1 oder |§] > 1.
¢ besitzt also einen Eigenwert p mit |p| > 1.

=3JweV, w#0:¢(w)=puw.

= [[o(w)| = llpwl] = |p [[w]| > [|wl| (1)

Angenommen, ¢ wire stabil, und es gibe also ein 1, was die Bedingung
erfiillt:
I[pVv|| < e YN €N, |jv]| < ¥, € > 0.

Setze v := a4 mit 0 < a < 1, dann ist

[l

w w
= |lad——|| = aV||—=|| = ¥ < ¥, 2
[[v]] HO‘ HU)HH @ HHwHH a (2)

fiir dieses v gilt nach der Annahme:

|6V || < € VN € N, e > 0.

Nun ist

()] = Hgb((wi)H oI e 1), )

[Jwl| [Jwl]
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Va:0<a<1gilt fir diese v also nach (2) und (3)

() > [Jv]| und [¢(v)]] < 9.

Fiir ¢ < 9 erhalte ich einen Widerspruch zur Annahme, wenn ich a so wahle,
daB ||v|| = e.

Aufgabe 39

Nach Definition:

U(n) = {U € GL(n,C), U'U = E,}
Zerlegung in Realteil und Imaginérteil:

UeU(n), U= (xy+iyy), v,y € R

U=X+iY, X,Y € M,(R)

U=X—-1iY

t

U=X-iY)=X"-(@\Y) =X"—iY!
U'U = (X'—iY") X +iY) = XHX +iY) — iV (X +4Y)
= X'X +iX'Y —iV'X + V'Y = X'X + Y'Y +i(X'Y —YV'X) = E,
Bedingungen an X und Y:
X'Y —Y'X =0, (4)

X'X +YY = E, (5)
SO(2n) = {A € GL(2n) | A'A = Ey, A detA =1}
Sp(2n,R) = {A € GL(2n) : A'Jo,A = Jo,} mit Jo, = ( x5 En )

Ich ordne einer Matrix U(n) 3 X + Y die Matrix A € GL(2n) zu mittels:

a-(% %) (©)
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Dann ist:

gas (XU (XY (XX Y XY oYX
Lyt Xt Y X )T\ VX —X'Y Y'Y+ X'X

det A= X?+Y? (8)

Xt —yt E,\(X Y
t o n
= (3 ) (e 7 ) (5 %)

_(Yt Xt><X Y>_(YtX—XtY YtY+XtX)

-Xt vy -Y X ) \ X X-YY —-X'Y+Y'X

9)

Aty A = ( YiX — XY Y'Y + XX )

—(X'X 4+YY) YIX — XY

Sei nun U € U(n), dann wird wegen (5) und (6) in (7)

o (P, )

det A =1, also A € SO(2n).

Wegen (5) und (6) wird in (9)

AtJQnA = ( _E En ) = J2n7

also A € Sp(2n,R), und wir haben A € Sp(2n,R) N SO(2n).

Sei umgekehrt A € Sp(2n,R) N SO(2n), dann hat A auch eine solche
Darstellung, siche Hein S. 52, 84, mit A'A = E,,, detA =1, AtJy, A = Jy,,
dann folgt damit aus (7) und (9) U'U = E,, (siehe Berechnung fiir (4) und
(5)) und damit U = X +1iY € U(n).

Der gefragte Isomorphismus ist die Abbildung

X Y

Un) > U = X +4Y — ( X

) € Sp(2n,R) N SO(2n).

Die Wohldefiniertheit wurde gezeigt, die Injektivitét ist offensichtlich, und
die Surjektivitat folgt aus obigen Darstellungen.
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Aufgabe 40

Definition: Fir X € M, (K) wird
ad X : M,,(K) — M,(K)

definiert durch
(ad X)(V)=[X,Y]=XY -YX.

zZu zeigen:
a) (ad X)*(Y) = Z(—l)l (?) Xy xt (keN)

b) (exp(ad X)) (Y) = (exp X)Y (exp X) "

Beweis:
a) Der Beweis erfolgt mittels vollstandiger Induktion.

Induktionsanfang: Sei k = 1. Die Behauptung erhalt fiir £ = 1 die Gestalt:

(ad X)1(Y) = 21:(—1)’ G) Xy x!

=0

gleichbedeutend mit
of 1\ y1y- yo (1Y yoy vt
ad X(Y) = (—1) 0 XYX "+ (-1 ) XYX

dquivalent zu

ad X(Y)=XY -YX,
der Definition von ad. Die Behauptung gilt also fiir £ = 1.
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Induktionsschritt: Die Behauptung gelte fiir ein £ € N. Es wird nachge-
wiesen, dafl sie dann auch fiir £ + 1 richtig ist.

(ad X)* (V) = (ad X)(ad X)*(Y)

(ad X) li@(—l)l(

k
[

= [X, Zk:(—m’ (’;) XHy X1

>X =y X' (nach Induktionsannahme)

(nach Definition ad)

l
1=0

k
+ (_1)k+1 <k) YXk+1

k
= XMy +) (-1)
=1

0

+ (—1)’““(

=0

E+1
E+1

k+1
k+1
Z(_l)l< 7 )Xk‘—H—lYXl .

l

k
(k + 1) Xk—O—l-lYXO + Z(_1>l (k + 1) Xk—l-‘rlYXl
=1

[

) ka(k+1)+1YXk+1

(S () - (S
g(—nl (l;) Xh-tHly xt Ek:(—nl (k) Xk=ty xi+l
(1) (];) XY X+ ki(—l)l(l ) 1) Xttty Xt

= (§)x+er s i(—l)l(’j)xk—mm + lg:w—nl (|

k

>Xk‘—l—|—1YXl
-1

l((?) + <l f 1)>Xkl+1YXl + (_1)k+1YXk+1

k
k+1
:Xk+1Y‘|‘Z(—1)l( + )Xk—l+1YXl+(_1)k+1YXk+1
=1
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— 1
(exp(ad X)) (Y) = Z —(ad X)*(Y) (nach Definition der Abbildung exp)

) k
1 k
= Z ] Z(—l)l <Z)XleXl (nach der Eigenschaft a))
T =0
k

1 k!
— - -1 l Xk’—lYXl
2 2D (k1)

oo k
=> Z(—1)lmxk—lyxl

oo k
Xk—l -X l
= Z Z Y( ) (dies ist ein Cauchy-Produkt)
1=0 ' '
Xk

0o _X 1
Y Z (=X) (absolut konvergente Reihen)
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