Stefan Kottwitz Seminar Darstellungstheorie, WiSe 2005/06

Der Vektorraum der CG-Homomorphismen

Seien V, W CG-Moduln. Homeg(V, W) bezeichne den C-Vektorraum der CG-
Homomorphismen von V' nach W. Addition und skalare Multiplikation fiir
Y, ¢ € Homeg(V, W) und A € C sind definiert durch

d+e: v )+ o),
A v A (v).

Unser erstes Ziel ist die Bestimmung der Dimension von Homeg(V, W) fiir
beliebige CG-Moduln V, W.

Satz 1: Fiir irreduzible CG-Moduln V, W ist

1 firV=Ww,

0 sonst.

dim(Homeg(V, W)) = { (1)
Beweis:

Nach dem ersten Teil von Schurs Lemma enthalt Homeg(V, W) nur
[somorphismen und den trivialen Homomorphismus. Ist V' 22 W, so
besteht Homeq (V, W) folglich nur aus dem trivialen Homomorphismus
und hat die Dimension 0.

Der zweite Teil von Schurs Lemma sagt aus, dafi CG-Automorphismen
auf ¥V Homothetien! sind.

Sei nun V' = W, dann existiert ein CG-Isomorphismus 9 : V' — W. Fiir
beliebiges 0 # ¢ € Homeg(V, W) ist 97! o ¢ ein CG-Automorphismus
und damit eine Homothetie, es existiert also ein A € C mit
9o v = ANidy,
also
=190 Aidy = A\,

und es folgt
HOIH(CG'(V, W) = {/\19 | AE C}

mit Dimension 1. g

Iskalare Vielfache des Identitéits-Automorphismus idy
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Satz 2: Sind V,W CG-Moduln mit Homcg(V, W) # {0}, dann haben sie

einen gemeinsamen Kompositionsfaktor?.

Beweis:

Nach Voraussetzung gibt es ein 0 # ¢ € Homgeg(V,W). Wir haben
kerd & V, dies ist ein echter CG-Untermodul von V. Nach dem Satz
vom Maschke existiert ein nichttrivialer (!) CG-Modul U mit

V=kerdaU.

Da U nichttrivial ist, besitzt es einen irreduziblen Untermodul X #
{0}. Wegen X Nkerd = {0} ist J(X) # {0}, nach dem ersten Teil
von Schurs Lemma muB} ¢|x : X — 9(X) ein Isomorphismus sein. Das
Bild eines CG-Homomorphismus ist ein CG-Untermodul, also ist X
isomorph zu einem Untermodul von W und damit ein gemeinsamer
Kompositionsfaktor. g

Die Berechnung der Dimension wird nun auf die Summierung der Dimensio-
nen der Summanden einer direkten Summe zuriickgefiihrt durch folgenden

Satz 3: Fiir CG-Moduln V, Vi, Vo, W, Wy, Wy gilt
(1) dim(Homcg(V, Wl@Wg)) = dim(HomC(;(V, Wl)) + dim(HomC(;(V, Wg))
(2) dim(Hom(cg(VlEBVg, W)) = dim(Homcg(Vl, W)) + dim(Homcg(Vg, W))

Beweis:

(1) Fiir 4 = 1, 2 definieren wir die Projektionen

m: Wi W, — W,

W1 + W  +— Ww.

m2 sind CG-Homomorphismen. Die Verkniipfung von CG-
Homomorphismen ist auch ein CG-Homomorphismus, daher

Y e Hom(cg(v, Wi & Wg) = moU € HOHl(cg(V, VVZ)

Wir definieren

[+ Homea(V, W1 @ Wy) — Homeg(V, W1) @ Homeg (V, Wa)
¥ > (m 00, m o).

2irreduzibler CG-Modul, welcher zu einem CG-Untermodul von V isomorph ist
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Wir zeigen, dal f ein Vektorraumisomorphismus ist. Offensichtlich
ist f linear. f ist surjektiv, denn fiir vorgegebenes (p1,¢2),p; €
Homeq (V, W;) gibt es ein Urbild

¢ € Homeg(V, W1 @ Wa) © v @1(v) + p2(v).
f ist injektiv, denn
vekerf = f(U)=1(0,0)=(mod,mod)
und fiir alle v € V folgt
I(v) = ((m +m) 0 9)(v) = (m 09)(v) + (m2 0 Y)(v) =0

und somit ¥ = 0, ker f = {0}.

Aus der Isomorphie mittels f folgt die Gleichheit der Dimensionen und
die Behauptung (1).

(2) 148t sich analog begriinden, statt der Projektionen verwendet man
die Restriktionen 9|y, , ¥}y, und den Vektorraumisomorphismus

[ Homeg(Vi @ Vo, W) — Homeg(Vi, W) & Homeg(Va, W)
¥ = (19|V1, 19|V2).

Gegebenes (@1, ¢2), v; € Homeg(V;, W) hat das Urbild
Homeg(Vi @ Vo, W) 2 0 : VI @ Vo 3 v + vy — @1(v1) + pa(vg),

auch Injektivitét ist offensichtlich, und (2) folgt. m

Satz 3 1Bt sich mittels Induktion auf beliebige endliche Summen erweitern,
und wir erhalten das Resultat:

dim(Homcg<é:?Vi, @W})) = Zm:zn:dim(Homcg(V;, w)). (2)

i=1 j=1

Im allgemeinen Fall kann man also dim(Homgeg(V, W)) berechnen, indem
man V,W in direkte Summen irreduzibler Unterrdume V;, W; zerlegt und
mittels (1) und (2) summiert.
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Ein Spezialfall von (2) liefert folgendes
Korollar 4: Gegeben seien CG-Moduln V, W mit
V=Ua&...eU,
und U;, W irreduzibel. n sei die Anzahl der U; mit U; = W. Dann ist
dim (Homeg(V, W)) = dim (Homeg(W, V)) = n.

Beweis:

Einfache Summe mittels (2) und Beriicksichtigung von (1). m

Satz 5: Fir einen endlichdimensionalen CG-Modul V ist

dim(Homeg(CG,V)) = dim(V).

Beweis:
Wir wihlen eine Basis vq,...,v4 (d = dim V') von V und setzen
v, CG =V
o=y

fir i« = 1,...,d und r € CG. Da V ein CG-Modul ist, impliziert
dies ¢; € Homeg(CG, V). Wir wollen zeigen, dafi die ¢; eine Basis
in Homeg(CG, V) bilden.

Sei ¢ € Homeg(CG, V) beliebig. Dann gibt es Aq,..., Ay € C mit
o(1) = Moy + ...+ A\gug

Aus der Homomorphie-Eigenschaft von ¢ folgt fiir r € CG

p(r) =(rl) =re(l) = r(Mvi+... 4+ Aqva) = Mipa(r) +.. .+ Aaa(r),

©1, ..., g spannen also Homeg(CG, V) auf.

Priifung auf lineare Unabhéngigkeit: Sei
A1+ Aapa =0

fiir A,..., A\q € C. Setzt man das neutrale Element in den linksstehen-
den Homomorphismus ein, so ist
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:)\11)1+...—|—)\dvd

und da vy, ..., v, linear unabhéngig sind, gilt A\; = ... = A\; = 0, also
sind @1, ..., @4 linear unabhéngig und zusammen mit oben festgestell-
tem also eine Basis in Homeg(CG, V)und dim(Homeg(CG,V)) =d. m

Daraus folgern wir nun

Satz 6: Fiir eine direkte Summe

und U;, U irreduzibel ist die Anzahl der zu U isomorphen U; gleich
dimU.

Beweis:

Ergibt sich nach Anwendung von Satz 5 und 4. g

Definition: Eine Menge Vi, ..., V,, von irreduziblen CG-Moduln heif}t eine
vollstiandige Menge paarweise nichtisomorpher CG-Moduln, wenn jeder
irreduzible CG-Modul zu einem der V; isomorph ist, jedoch keine zwei
der V4,...,V, isomorph sind?.

Theorem 7: Fiir eine vollstdndige Menge nichtisomorpher CG-Moduln
Vi,..., V, gilt

n

> (dimVy)? = |G].

i=1

Beweis:

Sei
CG=U®...9U,

eine Zerlegung von CG in irreduzible CG-Untermoduln. Wir haben
dimCG =dimU; + ... +dim U,

wenden Satz 6 fiir jedes V; und erhalten wegen dim CG = |G| die Be-
hauptung. m

3Die Existenz einer vollstindigen Menge nichtisomorpher CG-Moduln ist fiir endliche
Gruppen laut vorigem Vortrag gesichert.
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Konjugationsklassen

Im folgenden werden Konjugationsklassen von Gruppen definiert und un-
tersucht, sowie fiir einige Beispiele bestimmt. Der Grund dafiir ist, dafl die
Kenntnis der Konjugationsklassen einer Gruppe uns auf die Anzahl ihrer
irreduziblen Darstellungen schlieflen 1483t.

Im weiteren sei G stets eine endliche Gruppe.

Definition: Seien z,y € G. x heifit konjugiert zu y in GG, wenn ein g € G
existiert mit

y=g 'zg.
Die Menge aller zu x konjugierten Elemente von G
¢ ={g'xg | g€ G}

wird als Konjugationsklasse von x in GG bezeichnet.

Satz 8: Zwei verschiedene Konjugationsklassen derselben Gruppe haben
kein Element gemeinsam.

Beweis:

Seien 2%, y“ die Konjugationsklassen von z,y € G. Wir beweisen, daf
ein nichtleerer Durchschnitt die Gleichheit der Konjugationsklassen im-
pliziert. Angenommen also, 2¢ Ny # 0, dann gibt es g, h € G mit

g 'zg = hlyh.
Umformung liefert
v =gh™'yhg™" = (hg™")'y(hg™") = k~yk

mit &k := hg~'. Fiir beliebiges a € ¢ gibt es nach Definition ein b € G
mit a = b~'zb und somit

a = bk ykb = (kb) "y (kb)

und es folgt a € y“. Gezeigt ist nun ¢ C y“, wegen Symmetrie folgt
y“ C 2%, also sind die Konjugationsklassen gleich. g

Bemerkung: alternativ 1t sich zeigen, daf die Konjugiertheit eine Aquivalenzrelation auf

G ist, die Konjugationsklassen sind die Aquivalenzklassen.
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Korollar 9: Jede Gruppe ist disjunkte Vereinigung von Konjugationsklas-
sen.

Definition: Fiir eine disjunkte Vereinigung
a G
nennt man x1,...,x, Reprisentanten der Konjugationsklassen von G.

Satz 10: Ist x konjugiert zu y in G, so ist auch 2™ konjugiert zu y" in G fiir
n € 7.

Beweis:

Fiir n = 1 ist der Satz nach Voraussetzung erfiillt, und fir n > 1 ist
wegen Assoziativitidt und gg=! =1

1 1

(9" xg)" =g 2"g.

Aus y = g tag folgt daher y™ = g~'a"g, also ist 2™ konjugiert zu y" in
G. Fiir negatives n ergibt sich die Giiltigkeit aus der obigen Betrachtung
fiir das Inverse 7!, denn es ist auch

1 1

y=g9'zg = y ' = (g ag) =gz g,

also 77! konjugiert zu y~!. m
Die Grofle der Konjugationsklassen bestimmen wir mittels Bezug auf eine
Untergruppe, die gegeben ist durch folgende

Definition: Der Zentralisator eines Elements x in G ist die Menge aller mit
x vertauschenden Elemente, Bezeichnung:

Co(z)={9€G|zg=gzx} ={g€ G|z =g 'ag}

Ca(x) # 0 wegen x € Cq(x), fiir g,h € Cg(z) ist (gh)g = g(hg) = g(gh) und damit das
Untergruppenkriterium fiir endliche Gruppen erfiillt.
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Satz 11: Fir z € G ist

i G

Beweis:

Zur Erinnerung: |G : C¢(z)| ist die Anzahl der verschiedenen Rechtsnebenklassen
von Cg(z) in G.

Wir definieren eine Abbildung;:

¢ — {Cq(x)g | g € G}

v rg +— Cg(x)g

gfl

¢ ist injektiv, denn fiir % > a = ¢ 'zg und 2% > b = h~lxh ist

w(g~'zg) = (h~'zh)
Co(z)g = Cg(x)h
Co(x) = Cg(x)hg™
hg™' € Cg(x)
hg~ 'z = zhg™!
g txrg =h"lzh
a =b.

10 O

¢ ist surjektiv, da jedes Cg(x)g nach Definition von 2% ein Urbild
hat. Wegen der Bijektivitdt von ¢ ist die behauptete Gleichheit ge-
zeigt. Die nebenstehende Gleichheit folgt mit dem Satz von Lagrange. g

Satz 12: Die Klassengleichung: Fiir Reprasentanten der Konjugationsklas-
sen von G xq,...,x, gilt:

Gl=12(@)|+ Y Jaf

i €Z(G)

Beweis:

Wegen Korollar 9 ist zunéchst

n
Gl=_laf,
i=1
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weiterhin ist nach Definition des Zentrums von G

reZG) & glzg=xVgel
s 2% =1

und die Behauptung folgt. g

Mit Satz 11 gilt natiirlich auch

Gl =12(G)+ ) |G:Ca(a)]

und |Z(G)| und |z§] teilen die Gruppenordnung |G].
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Die Konjugationsklassen von D, S,, A,
Beispiel 1: D,

D,, ist die Gruppe* der Drehungen und Spiegelungen der Ebene, welche ein
reguldres n-Eck invariant lassen. Sie hat 2n Elemente, ndmlich n Drehungen
(diese bilden eine zyklische Untergruppe) und n Spiegelungen.

Bezeichnet man mit d die Drehung um 27 /n und mit s eine der Spiegelungen,
kann man die Gruppe schreiben als

D, ={d,s|d" =s*=1,dsd=s)
bzw. als Menge
D, ={1,d,d* ...,d" ' s,ds,...,d" 's}.

1. Fall: n ungerade
Drehungen kommutieren, also ist (d) C Cg(d’) und folglich

G2 Ca(d)] < |G : (d)] =2.

Hierbei und weiterhin sei 1 < i < n — 1. dsd = s impliziert d'sd’ = s,
umgestellt
std's =d 7, (3)
d’ und d~* sind konjugiert. Aus d* = d—* folgte d* = 1, was n ungerade
widerspriiche. Also ist d* # d~* und daher |(d")%| > 2. Zusammen mit
Satz 11 ist
2> |G: Co(d)] =(d)°] > 2

und damit ‘ o }

(d) ={d'.d™}, Co(d') = (d).
Aus (3) folgt auch d's = sd™*, wegen d' # d~* kommutiert kein d’ mit
s. Wieder aus (3) folgt mit s* =1

sdis =s*d"=d '+ d = d'ss,

dafl auch kein d’s mit s kommutiert. Es verbleibt C(s) = {1, s}. Nach
Satz 11 ist dann |sY| = |G|/2 = n. Die Elemente d' kommen nach
obiger Betrachtung nicht in Frage, s enthilt somit die verbleibenden
Elemente von G, es ist

()¢ = {s,ds,...,d"'s}.

4manchmal auch als D,,, bezeichnet
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Ergebnis: D, hat fiir ungerades n genau ”TJFP’ Konjugationsklassen:

{1}’ {d’ d_l}’ Tt {d%7 d_nTil}7 {57 d87 .. ,dn_ls}.

2. Fall: n gerade

Wir setzen m := 2. Wie im ersten Fall folgt fir 1 < ¢ < m—1
(d)¢ = {d',d""}. Es gilt auch hier die Folgerung (3), wegen d™ = d~™
ergibt sich

d"s = sd™,
folglich d, s € Cq(d™) und Cg(d™) = G. Schliefilich ist (d™)¢ = {d™}.
Aus dsd = s folgt

dsd =5 = ds=sd7 = d¥s=dsd”’ (4)

und damit ‘
d¥se s fir0<j<m-—1. (5)

In (4) formen wir noch um zu
d* s = d’(ds)d™’

und erhalten .
d¥ s € (ds) fir 0 < j <m — 1. (6)

Ahnlich wie im 1. Fall bestimmen wir |s%|: zunsichst ist {1, s} C Cg(s).
Aus (3) folgt d's = sd™*. Wegen d*™ = 1ist d™ = d~™, d.h. d™ € Cq(s),
somit {1,s,d™, sd™} C Cg(s), |Cq(s)| > 4, und nach Satz 11 [s¢| < m.

Also bestimmt (5) bereits alle Elemente von s¢

Rest von (6) fiir (ds)“.

, und es verbleibt der

Ergebnis: D, hat fiir gerades n genau 7 + 3 Konjugationsklassen:

{1}, {a2},{d,a'},... . {d2" ", d ="},

{f&|0§j§g—1}{fﬂ%|0§jgg—1}
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Beispiel 2: S,

S, ist die Symmetrische Gruppe, die Gruppe der Permutationen einer n-

elementigen Menge, welche durch {1,...,n} reprisentiert wird.
Hilfssatz: Fiir einen k-Zykel z = (i;...i;) € S, und eine Permutation
T e S, gilt
men =iy, d)m = (w(in) .o (iE)).
Beweis:

Wir betrachten ein i € {1,...,n}. Wenn 771(i) & {i1,...,ir}, dann ist
z(1) = id(i) und (w27 1) (i) = (7r~ 1) (i) = i.

Ist aber
ﬂ-_l(i) = Z.T € {ila'”aik}v (7)

o 1st
(rzr N (i) = (72)(iy) = 7(ir41)  (bzw. 7(iy), falls r=k).
(7) ist gleichbedeutend mit 7(i,) = 4, wir haben
(ren N (n(iy)) = 7(ir11)  (bzw. 7(3y), falls 1=k). @

Eine beliebige Permutation x € S, 148t sich bekanntlich eindeutig® als Pro-
dukt elementfremder Zykeln darstellen:

x=(ar...ag)(by...bgy) - (c1...cp)-

Mit dem Hilfssatz ergibt sich

et =7(ay. . ap)m (b )T w(er e )T

= (m(ay)...m(ag,))(w(by) ... w(bgy)) -~ (mw(c1) ... w(ck,.)),
die Zykelstruktur (ky, ..., k,) bleibt also erhalten.

-1

Zykelstrukturen werden als gleich betrachtet, wenn sich die k; nur in der Anordnung
unterscheiden. Daher benutzt man per Konvention entweder stets eine aufsteigende oder

stets eine absteigende Reihenfolge in der Zykelstrukturdarstellung.

%bis auf die Reihenfolge der Faktoren
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Sind umgekehrt zwei Permutationen mit der gleichen Zykelstruktur gegeben,
etwa

T :(al--'@kl)(bl---bkz)"'<cl---ckr)
y =(aj...ap )b b)) (... ¢, ),
so gibt es eine Permutation 7 € S,, mit der Wirkung a; ~ a}, ..., ¢, — ¢,

und damit nach obigem Hilfssatz

Tewt = Y,

x und y sind konjugiert. Damit erhalten wir den

Satz 13: Die Konjugationsklasse 75 einer Permutation = € S,, besteht aus

allen Permutationen aus .S, mit der gleichen Zykelstruktur.

Die Anzahl der Konjugationsklassen von S, ist damit gegeben durch die
Anzahl der Moglichkeiten, n als Summe aufsteigender natiirlicher Zahlen zu
schreiben. Diese Summenzerlegung wird als Partition bezeichnet, die Anzahl
der Partitionen als Partitionsfunktion p(n). Die ersten Werte von p(n) fir
n = 1,2,...sind 1,2,3,5,7,11,15,22,30,42,... Somit ist die Anzahl der
Konjugationsklassen von S, fiir kleine n:

Gruppe‘Sl‘Sg‘Sg‘S4‘S5‘56‘S7‘58‘5'9‘510
Anzahl Konjugationsklassen | 1 | 2 [ 3 [ 5 | 7 [11]15]22]30 | 42

Nun soll die Gréfe der einzelnen Konjugationsklassen bestimmt werden. Fiir
die Berechnung beziehen wir die 1-Zykel ein. Die Zykelstruktur bestehe also
aus ky 1-Zykeln, ko 2-Zykeln, ..., k. r-Zykeln. Dabei haben wir

k1+2]€2++3k’3++7“k37»:n

Es gibt n Moglichkeiten der Verteilung von 1, ..., n auf die Zykel, wobei je-
doch gleiche Permutationen mit nur anderer Schreibweise der Zykel darunter
sind:

e Jeden Zykel der Lénge ¢ kann man auf ¢ Weisen rotieren, ohne die
Permutation zu verdndern

e die k; Zykel der Lénge ¢ kann man untereinander vertauschen, mit ;!
Moglichkeiten
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Berticksichtig man dies, ergibt sich als Anzahl der Permutationen einer Kon-

jugationsklasse
n!

[T_, ikik;t
konkrete Beispiele:

Ss: 3 Konjugationsklassen: {1}, {(12), (13), (23)},{(123), (132)}

Sy4: b Konjugationsklassen, tabellarisch mit Repréasentanten:

Représentant T 1] (12) | (123) | (12)(34) | (1234)
Grofe der Konjugationsklasse | [m1] 1] 6 8 3 6
Ordnung des Zentralisators | |Cg,(7)| | 24 | 4 3 8 4

Ss: 7 Konjugationsklassen, tabellarisch mit Représentanten:

T 1| (12) | (123) | (12)(34) | (1234) | (123)(45) | (12345)
|75 1 |10 | 20 15 30 20 24
Cs.(m)| [ 120 ] 12 | 6 8 4 6 5

Beispiel 3: A,

A, ist die Alternierende Gruppe, die Gruppe der geraden Permutationen
einer n-elementigen Menge, eine Untergruppe von S,, mit %' Elementen.

Offensichtlich ist fiir x € A" 24 C z%. Die Gleichheit braucht nicht zu
gelten, denn beispielsweise ist

(123)% = {(123)} # {(123), (132)} € 2.

Satz 14: Sei x € A,, n > 1. Kommutiert x mit einer ungeraden Permuta-
tion in S,, dann ist x4 = 9.

Andernfalls zerfillt 5+ in zwei Konjugationsklassen von A, gleicher
GroBe mit Reprisentanten x und (12) 'z (12).
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Beweis:

Angenommen, z kommutiert mit g € S, \ A,. Sei 2% > y = h~'wh
mit einem h € S,. Ist h € A,, dann ist y € . Ist h € A,, dann ist
gh € A, und es folgt

gr=xqg = r=¢q ‘zg = y=h"tch=h"tg legh = (gh)*x(gh)

und y € 4. Daher ist a4 = 2%

Nun sei angenommen, x kommutiert mit keinem g € S, \ A,. Dann ist

Nach Satz 11 ist

1 1
2| = Ay Ca,( )= 5180 Ca(@)] = 55+ Cs, (2)]
1
:§|$S"|

Jede ungerade Permutation h 148t sich in der Form h = (12)z mit
z € A, schreiben, damit ist

hleh = 271 (12)'2(12)2 € ((12)‘1:1:(12))A"

und
(h'zh | he 5™\ A} = ((12) 'z (12)) ™.
Es ist
5 = {hxh | he A,y U{h™'ah | h e S™\ A}
— 2 U ((12) 71 (12)) ™.

Dies ist die gewiinschte Zerlegung. m

Bemerkung: an der Zerlegung von z in disjunkte Zykel kann man diese Félle
wie folgt unterscheiden: haben alle Zykel der Zerlegung ungerade und paar-
weise verschiedene Linge, dann ist 24" # 2, andernfalls 24 = 2%,

Stefan Kottwitz, http://gruppentheorie.de/darstellungen3d.pdf Seite 15



Beispiel: Konjugationsklassen von Ay

Die Elemente von Ay sind® (1) sowie Permutationen der Zykelstrukturen
(2,2) und (3). (12)(34) kommutiert mit (12), einem Zykel gerader Lénge,
also einer ungeraden Permutation. Nach Satz 14 ist somit
(12)(34)™% = (12)(34)™ = {(12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

Zykelstruktur (3): (123) kommutiert mit keiner ungerade Permutation. Ware
namlich 7(123)7~! (123), dann ist nach dem Hilfssatz aus Beispiel 2
(123) = (7(1)m(2)7(3)), in Frage kommen (1), (123), (132), alle gerade. Nach
Satz 14 zerfillt (123)% in A, in zwei Konjugationsklassen mit Vertretern
(123) und (12)71(123)(12) = (132). Zusammenfassend:

Représentant T 1| (123) | (132) | (12)(34)
Grofe der Konjugationsklasse | [774] 1 4 4 3
Ordnung des Zentralisators | |Cy,(7)| | 12| 3 3 4
Beispiel: Konjugationsklassen von Aj
Dies sei nur angegeben:
Représentant T 11 (123) | (12)(34) | (12345) | (13452)
GroBe der Konjugationsklasse | |75 11 20 15 12 12
Ordnung des Zentralisators | |Ca (7)| | 60 | 3 4 5 5
6gerade Permutationen, also sind Zykel gerader Lénge nicht enthalten
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Normalteiler

Ein Zusammenhang zwischen den Normalteilern einer Gruppe und ihrer Kon-
jugationsklassen ist gegeben durch folgenden

Satz 15: Sei H eine Untergruppe von G. H ist genau dann normal in G,
wenn H Vereinigung von Konjugationsklassen von G ist.

Beweis:

, = “: Angenommen, H ist Vereinigung von Konjugationsklassen von G,
dann

VheH VgeG = g'hge H = ¢g'HgCG = H<G.

H<G = VheH VgeG: g'hgc H = h°CH

= H:UhG..

heH

Das Zentrum einer Gruppenalgebra

Nun stellen wir einen Zusammenhang zwischen dem Zentrum
Z(CG)={2€CG | zr=rzVr e CG}

einer Gruppenalgebra und ihrer Konjugationsklassen her. Bekanntlich ist
Z(CG) ein Untervektorraum von CG, und wir bestimmen nun eine Basis

fir Z(CQ).

Definition: Fiir die verschiedenen Konjugationsklassen C4,...,C,, der
Gruppe G heiflen

Ci=) g €Caq

9eC;

die Klassensummen von CG.
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Satz 16: Die Klassensummen C1, ..., C, bilden eine Basis von Z(CG).

Beweis:

C, e

Lineare

Die 61

Z(CG) : Sei C; geschrieben als {x;'gx1,..., 2 gx,}, mit r ver-
schiedenen Konjugierten eines g € GG, dann ist

T
ol -1
C;= E T gT;.
J=1

Fiir beliebiges h € G ist dann

h™'Cih =Y h7'a; ga;h. (8)

i=1

Die r Summanden sind allesamt Elemente von C; und voneinander
verschieden, denn

h_lxj_lngh = h_lx,glgxkh & xj_lgacj = x,;lgmk,
die Summanden durchlaufen also genau C; und somit ist
Z h_lxj_lngh =,
j=1
zusammen mit (8) ist
VheG: h'Cih=C,,

folglich C;h = hC; VY h € G, C; kommutiert mit allen h € G, wegen
Linearitdt dann auch mit allen Elementen von CG, es ergibt sich
C; € Z(Cq).

Unabhéngigkeit: Nach Korollar 9 sind die C; paarweise disjunkt.
Aus Y77 AjC; = 0 folgt daher \; =0 V3.

spannen Z(CG) auf: Sei Z(CG) 3 r = Y ; Agg beliebig. Dann
ist fiir h € G rh = hr, gleichbedeutend mit h='rh = r,

D N Tgh =" Ay,
geG geG

Es folgt Ay = Ap-1gp, fiir jedes h € G, g — A, ist konstant auf
Konjugationsklassen von GG, wir erhalten r = 25:1 Aﬁj mit \; =
)‘gj fir g; S Cj.
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